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1 编写说明

为帮助新生顺利完成从高中数学到大学数学的学习过渡，大学生数学协会结合“学
海筑基”专题讲座内容，整理形成本参考资料。全文围绕大学数学学习中较为关键的八个
方面展开，包括：基本初等函数与求导、极限中的代数运算、不等式、逻辑与命题基础、
数学符号识读、严谨表达、思维方式转变以及相关基础拓展内容。

在使用本资料时，建议同学们注意以下几点：

1. 以概念理解为基础，不要仅停留在公式记忆层面；
2. 例题重在理解方法，练习部分应独立完成；
3. 对于本资料中的证明性内容，应重点体会逻辑链条与表述规范；
4. 如遇到尚未系统学习的内容，可先把握思想框架，再在课程推进中逐步深化。

2 模块一基本初等函数与求导公式

2.1 学习提示

导数是大学数学中的核心工具之一。要真正掌握导数，既要熟记常见函数的求导公
式，也要理解复合、乘积、商以及反函数求导中所体现的结构关系。学习中应特别重视链
式法则和乘积求导法则，因为它们在后续计算中出现频率很高。

2.2 基础内容

‧ 常见求导公式
– 幂函数：(𝑥𝛼)′ = 𝛼𝑥𝛼−1；
– 指数函数：(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥，(𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎；
– 对数函数：(ln𝑥)′ = 1

𝑥，(log𝑎 𝑥)′ = 1
𝑥 ln 𝑎；

– 三角函数：(sin𝑥)′ = cos𝑥，(cos𝑥)′ = − sin𝑥，(tan𝑥)′ = sec2 𝑥；
– 反三角函数：(arcsin𝑥)′ = 1√

1 − 𝑥2，(arctan𝑥)′ = 1
1 + 𝑥2。

‧ 常用求导法则
– 和差求导法则；
– 乘积求导法则：(𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′；
– 商求导法则：(𝑢

𝑣)
′

= 𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2 ；
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– 链式法则：若 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝑔(𝑥)，则 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑢 ⋅ 𝑑𝑢
𝑑𝑥。

‧ 学习提醒
– 分部积分法中常见的“反对幂三指”排序，可作为选择 𝑢与 𝑑𝑣的经验参考；
– 熟记公式后要通过足量练习巩固，做到“见结构、能分类、会下手”。

2.3 例题分析

求下列函数的导数：

1. 𝑦 = ln(sin𝑥)；
2. 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥；
3. 𝑦 = arctan(2𝑥 + 1)。
解题要点：

‧ 对于 𝑦 = ln(sin𝑥)，外层函数为对数函数，内层函数为三角函数，应用链式法则可
得

𝑦′ = 1
sin𝑥 ⋅ cos𝑥 = cot𝑥.

‧ 对于 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥，应使用乘积求导，并注意指数部分也包含复合结构，因此

𝑦′ = 2𝑥𝑒2𝑥 + 𝑥2 ⋅ 2𝑒2𝑥 = (2𝑥 + 2𝑥2)𝑒2𝑥.

‧ 对于 𝑦 = arctan(2𝑥 + 1)，由链式法则可得

𝑦′ = 1
1 + (2𝑥 + 1)2 ⋅ 2.

2.4 练习建议

求函数 𝑦 = cos(𝑥2)与 𝑦 = ln𝑥
𝑥 的导数，并比较它们分别属于哪一类求导结构。
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3 模块二代数运算

3.1 学习提示

在极限计算中，许多看似复杂的问题，实质上首先考查的是代数变形能力。当直接代
入出现 0

0 型或其他未定式时，往往需要借助通分、因式分解、有理化以及公式展开等方
法，为后续求极限创造条件。

3.2 基础内容

‧ 因式分解：提取公因式，平方差公式、立方和差公式、十字相乘等；
‧ 通分运算：处理分式加减时，应优先寻找最简公分母；
‧ 分式除法：除以一个分式等于乘以它的倒数；
‧ 分子有理化：当分子或分母中出现根式差时，可利用共轭式消去根号；
‧ 二项式定理：

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘,

常用于高次式展开与近似分析。

3.3 例题分析

求极限：

1. lim
𝑥→4

√𝑥 − 2
𝑥 − 4 ；

2. lim
𝑥→1

( 1
𝑥 − 1 − 2

𝑥2 − 1)；

3. lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)𝑛 − 1
𝑥 （其中 𝑛为正整数）。

解题要点：

‧ 第 1题直接代入得 0
0 型。使用有理化：

√𝑥 − 2
𝑥 − 4 ⋅

√𝑥 + 2√𝑥 + 2 = 1√𝑥 + 2,

因而极限值为 1
4。
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‧ 第 2题先通分：
1

𝑥 − 1− 2
𝑥2 − 1 = 𝑥 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)− 2
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 𝑥 − 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 1
𝑥 + 1,

进而可得极限值为 1
2。

‧ 第 3题用二项式展开：

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)
2 𝑥2 + ⋯ ,

除以 𝑥后令 𝑥 → 0，可得极限值为 𝑛。

3.4 练习建议

求：

1. lim
𝑥→0

√1 + 𝑥 −
√

1 − 𝑥
𝑥 ；

2. lim
𝑥→2

𝑥3 − 8
𝑥2 − 4。

重点思考：每道题的“第一步变形”应是什么。

4 模块三不等式

4.1 学习提示

不等式在微积分中具有重要的工具性作用。无论是极限估计、单调性分析，还是证明
题中的放缩与比较，都会频繁用到基本不等式、指数对数不等式及三角不等式。

4.2 基础内容

‧ 基本不等式：当 𝑎, 𝑏 > 0时，
𝑎 + 𝑏

2 ≥
√

𝑎𝑏,
当且仅当 𝑎 = 𝑏时取等号；

‧ 常用等价形式：𝑎2 + 𝑏2 ≥ 2𝑎𝑏，𝑎 + 𝑏 ≥ 2
√

𝑎𝑏；
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‧ 指数与对数不等式：
– 𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥；
– 当 𝑥 > −1时，ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥；

‧ 三角不等式：当 0 < 𝑥 < 𝜋
2 时，sin𝑥 < 𝑥 < tan𝑥。

4.3 例题分析

证明：当 𝑥 > 0时，ln(1 + 𝑥) < 𝑥。
证明思路：构造函数

𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥.
则

𝑓 ′(𝑥) = 1
1 + 𝑥 − 1 = −𝑥

1 + 𝑥 < 0 (𝑥 > 0).

因此，𝑓(𝑥)在 (0, +∞)上单调递减。又因为 𝑓(0) = 0，故当 𝑥 > 0时，

𝑓(𝑥) < 𝑓(0) = 0,

从而得到
ln(1 + 𝑥) < 𝑥.

该题体现了不等式证明的常见思路：移项构造函数→求导判定单调性→结合端点
值得出结论。

4.4 练习建议

证明：当 𝑥 > 0时，
𝑒𝑥 > 1 + 𝑥 + 𝑥2

2 .
可尝试构造函数

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 − 𝑥2

2
并分析其导数性质。
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5 模块四逻辑与命题基础

5.1 学习提示

大学数学中的定义、定理与证明高度依赖逻辑语言。读懂“任意”“存在”“充分条
件”“必要条件”等概念，是理解极限、连续、可导等正式定义的前提。

5.2 基础内容

‧ 充分条件与必要条件：若 𝑝 ⇒ 𝑞，则 𝑝是 𝑞的充分条件，𝑞是 𝑝的必要条件；
‧ 全称量词与存在量词：

– ∀表示“任意”或“所有”；
– ∃表示“存在”；

‧ 量词否定：
– ¬(∀𝑥, 𝑃 (𝑥)) ⇔ ∃𝑥, ¬𝑃(𝑥)；
– ¬(∃𝑥, 𝑃 (𝑥)) ⇔ ∀𝑥, ¬𝑃(𝑥)；

‧ 极限的 𝜀‑𝛿定义：

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇔ ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0,当0 < |𝑥−𝑥0| < 𝛿时，有|𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀.

5.3 例题分析

写出“函数 𝑓(𝑥)在区间 𝐼 上无界”的定义。
分析：

函数在区间 𝐼 上有界，意味着存在常数𝑀 > 0，使得对任意 𝑥 ∈ 𝐼，均有

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀.

因此，“无界”就是上述命题的否定，即：

∀𝑀 > 0, ∃𝑥0 ∈ 𝐼,使得|𝑓(𝑥0)| > 𝑀.

这说明在处理数学定义时，往往需要准确完成量词转换与命题否定。
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5.4 练习建议

写出数列极限 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎的 𝜀‑𝑁 定义，并写出它的否定形式。

6 模块五数学符号的识读和书写

6.1 学习提示

数学学习不仅要求“会算”，也要求“会读、会写、会表达”。若不能正确识别数学符
号和希腊字母，就容易在听课、记笔记和阅读教材时出现理解障碍。因此，符号识读能力
是新生适应大学数学课程的重要基础。

6.2 基础内容

‧ 常见希腊字母：𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜖, 𝜃, 𝜆, 𝜇, 𝜋, 𝜌, 𝜎, 𝜙, 𝜔, 𝜉, 𝜂, 𝜁, 𝜒, 𝜓；
‧ 微积分常见符号：

– lim（极限），𝑑𝑦
𝑑𝑥（导数），𝜕（偏导符号）；

– ∫（积分），∬（二重积分），∇（Nabla 算子）；
– ∑（求和），∏（求积）；

‧ 逻辑符号：∀（任意），∃（存在），⇒（推出），⇔（等价）；
‧ 书写规范：注意区分 𝜉与 𝜁、𝛼与 𝑎、𝜂与 𝑛等易混记号。

6.3 例题分析

朗读并解释公式：
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑦𝜕𝑥.

可读作：“𝑧 对 𝑥与 𝑦 的二阶混合偏导数，与先对 𝑥后对 𝑦、先对 𝑦 后对 𝑥的求导
结果相同。”

更严格地说：若函数在某邻域内二阶混合偏导数连续，则混合偏导次序可以交换。这
也是学习数学时需要关注“结论成立条件”的典型例子。
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6.4 练习建议

任选一段教材或论文中的公式，自行尝试朗读并解释其中符号含义；对于不会识读
的记号，应及时查阅教材附录或相关资料。

7 模块六严谨的数学表达

7.1 学习提示

高中阶段的数学训练往往更强调“做出结果”；而大学数学更强调“写出过程、说明
依据、保证逻辑完整”。结论正确只是基础，论证规范与表达严谨同样重要。

7.2 基础内容

‧ 证明的基本结构：已知、求证、证明过程；
‧ 常见证明方法：直接证明法、反证法、数学归纳法、构造法；
‧ 定理引用规范：引用定理时，应明确指出所使用的结论及其适用条件，例如“由拉
格朗日中值定理可知⋯⋯”。

7.3 例题分析

证明：若函数 𝑓(𝑥)可导且为偶函数，则其导函数 𝑓 ′(𝑥)为奇函数。
证明：

因为 𝑓(𝑥)为偶函数，所以对任意 𝑥，有

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥).

两边同时对 𝑥求导，左边由链式法则得

[𝑓(−𝑥)]′ = 𝑓 ′(−𝑥) ⋅ (−1) = −𝑓 ′(−𝑥),

右边求导得
[𝑓(𝑥)]′ = 𝑓 ′(𝑥).

故有
−𝑓 ′(−𝑥) = 𝑓 ′(𝑥),
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即
𝑓 ′(−𝑥) = −𝑓 ′(𝑥).

因此，𝑓 ′(𝑥)为奇函数。证毕。

7.4 练习建议

证明：若函数 𝑓(𝑥)可导且为奇函数，则其导函数 𝑓 ′(𝑥)为偶函数。写证明时，注意
每一步均给出相应依据。

8 模块七思维方式的转变

8.1 学习提示

从高中到大学，数学学习最重要的变化之一在于思维方式的转变：从关注单个题目
的解法，逐渐转向关注概念、结构、条件与一般性结论。适应这种变化，有助于真正理解
大学数学的学习逻辑。

8.2 基础内容

‧ 从静态到动态：高中数学常关注“某点取值”，大学数学更重视“变化率”与“累积
量”；

‧ 从有限到无限：极限、级数、积分等内容都体现了“无限逼近”的思想；
‧ 从特殊到一般：大学数学更注重从具体问题中提炼一般规律。

8.3 例题分析

设函数 𝑓(𝑥)在区间 [0, 1]上连续，且 𝑓(0) = 0，𝑓(1) = 1。证明：存在 𝑝 ∈ [0, 1]，
使得

𝑓(𝑝) = 1 − 𝑝.

证明思路：

令
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥 − 1.
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则有
𝑔(0) = 𝑓(0) + 0 − 1 = −1 < 0,
𝑔(1) = 𝑓(1) + 1 − 1 = 1 > 0.

由于 𝑓(𝑥)连续，故 𝑔(𝑥)在 [0, 1]上连续。根据零点定理，存在 𝑝 ∈ (0, 1)，使得

𝑔(𝑝) = 0.

于是
𝑓(𝑝) + 𝑝 − 1 = 0,

即
𝑓(𝑝) = 1 − 𝑝.

这道题体现了大学数学中从“直接求解”转向“证明存在性”的典型思路。

8.4 练习建议

证明方程
𝑥 = 𝑒𝑥−2

在区间 (0, 2)内至少有一个实根。提示：可构造函数 ℎ(𝑥) = 𝑥 − 𝑒𝑥−2 并结合零点定
理加以说明。

9 模块八补充基础知识

9.1 学习提示

除微积分与高等代数外，大学数学学习还常常需要一定的极坐标、向量、复数与计数
原理基础。这些内容虽然未必在一次讲座中系统展开，但它们在后续课程与竞赛学习中
具有重要支撑作用。

9.2 基础内容

‧ 极坐标：
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2;
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‧ 向量与空间解析几何：
⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑏 = | ⃗𝑎| | ⃗𝑏| cos 𝜃,

⃗𝑎 × ⃗𝑏 = | ⃗𝑎| |𝑏⃗| sin 𝜃 𝑛⃗;
‧ 复数表示：

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝑖𝜃;
‧ 计数原理：

– 加法原理与乘法原理；
– 排列：𝐴𝑘

𝑛 = 𝑛!
(𝑛 − 𝑘)!；

– 组合：𝐶𝑘
𝑛 = 𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!。

9.3 例题分析

1. 将极坐标方程 𝑟 = 4 sin 𝜃化为直角坐标方程；
2. 已知向量 ⃗𝑎 = (1, 2, 3)， ⃗𝑏 = (2, −1, 1)，求 ⃗𝑎 ⋅ 𝑏⃗与 ⃗𝑎 × 𝑏⃗；
3. 计算 𝐶2

5 和𝐴3
5。

解题要点：

‧ 第 1题由 𝑟 = 4 sin 𝜃两边同乘 𝑟，得
𝑟2 = 4𝑟 sin 𝜃,

即
𝑥2 + 𝑦2 = 4𝑦,

配方得
𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 4,

表示圆心为 (0, 2)、半径为 2的圆。
‧ 第 2题中，点乘结果为

⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑏 = 1 × 2 + 2 × (−1) + 3 × 1 = 3.
叉乘可用行列式或坐标公式计算，结果为

⃗𝑎 × ⃗𝑏 = (5, 5, −5).

‧ 第 3题中，
𝐶2

5 = 5 × 4
2 × 1 = 10, 𝐴3

5 = 5 × 4 × 3 = 60.
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9.4 练习建议

1. 将直角坐标方程 𝑥 + 𝑦 = 1化为极坐标方程；
2. 求过点 (1, 2, 3)且与平面 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0平行的平面方程；
3. 求复数 1 + 𝑖的三角形式与指数形式。

10 结语

大学数学学习的关键，不仅在于掌握若干计算技巧，更在于建立系统的知识框架、规
范的表达方式和适合自己的学习节奏。希望本资料能够帮助同学们更好地完成从高中到
大学的数学学习过渡，在后续课程学习中逐步形成扎实的数学基础与严谨的思维习惯。

如需进一步学习，建议结合同步教材、课堂笔记和习题训练持续巩固，也欢迎关注大
学生数学协会后续开展的学习交流活动。
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